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1. Περιοδικά φαινόµενα - Γραµµική αρµονική ταλάντωση

Περιοδικά ονοµάζονται τα φαινόµενα που επαναλαµβάνονται µε τον
ίδιο τρόπο σε ίσα χρονικά διαστήµατα. Π.χ. οµαλή κυκλική κίνηση, χτύποι
καρδιάς, αναπνοή, κίνηση εκκρεµούς, περιστροφή γης γύρω από τον ήλιο
κ.ά.

Ø Περίοδος (Τ) ενός περιοδικού φαινοµένου ονοµάζεται ο χρόνος που
απαιτείται για µια πλήρη επανάληψη του φαινοµένου ή ο χρόνος που
µεσολαβεί µεταξύ δύο διαδοχικών επαναλήψεων του φαινοµένου.
Η περίοδος είναι µονόµετρο µέγεθος και η µονάδα µέτρησής της είναι το
1 sec.
Ø Συχνότητα (f) ενός περιοδικού φαινοµένου ονοµάζεται το φυσικό

µέγεθος του οποίου το µέτρο θα δίνεται από το σταθερό πηλίκο του
αριθµού Ν των επαναλήψεων του φαινοµένου σε κάποιο χρόνο t, προς το
χρόνο αυτό. Δηλαδή:

t
Nf =

Η συχνότητα είναι µονόµετρο µέγεθος και έχει µονάδα µέτρησης το
1 sec-1 ή 1 κύκλος/sec ή 1 Hz (Hertz).

Σχέση µεταξύ περιόδου – συχνότητας
Επειδή σε χρόνο t ίσο µε µια περίοδο Τ έχουµε µια επανάληψη του

φαινοµένου έχουµε Þ=
=

=

Tt

1Nt
Nf

Τ
1f =

Ø Η κυκλική (ή γωνιακή) συχνότητα (ω) είναι το µέγεθος που
αναφέρεται σε όλα τα περιοδικά φαινόµενα και εκφράζει τον αριθµό των
επαναλήψεων ενός φαινοµένου σε χρόνο 2π sec. Η κυκλική συχνότητα
είναι µονόµετρο µέγεθος και είναι ίση µε το µέτρο της γωνιακής
ταχύτητας στην οµαλή κυκλική κίνηση. Έτσι ισχύουν οι σχέσεις:

Τ
2πω =    και f2πω =

Μονάδα µέτρησης της κυκλικής συχνότητας είναι το sec
rad1 .
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X ¢

Κάθε περιοδική κίνηση ενός σώµατος κατά την οποία το σώµα κινείται
παλινδροµικά µεταξύ δύο ακραίων θέσεων λέγεται ταλάντωση (π.χ.
εκκρεµές, σώµα κρεµασµένο από ελατήριο).
Μεταξύ των δύο αυτών ακραίων θέσεων υπάρχει µια θέση στην οποία αν
σταµατήσουµε το σώµα, αυτό θα ακινητοποιηθεί µόνιµα. Η θέση αυτή
λέγεται θέση ισορροπίας (Θ.Ι.) του ταλαντωτή και στη θέση αυτή η
συνισταµένη των δυνάµεων θα είναι ίση µε µηδέν.
Γραµµική χαρακτηρίζεται η ταλάντωση όπου η κίνηση του ταλαντωτή
είναι ευθύγραµµη (π.χ. σώµα δεµένο στην ελεύθερη άκρη ελατηρίου).

Αποµάκρυνση (x) ονοµάζουµε την αλγεβρική τιµή της µετατόπισης του
σώµατος από τη θέση ισορροπίας του.
Πλάτος (Α) ονοµάζουµε τη µέγιστη τιµή της αποµάκρυνσης του σώµατος.

Γραµµική ή απλή αρµονική ταλάντωση (Γ.Α.Τ.) λέγεται η ταλάντωση
ενός σώµατος που η αποµάκρυνσή του είναι ηµιτονοειδής (αρµονική)
συνάρτηση του χρόνου.

2. Απλή αρµονική ταλάντωση

α) Κινηµατική προσέγγιση

q Εξίσωση αποµάκρυνσης – χρόνου (x-t)

Έστω ένα σώµα που κινείται παλινδροµικά πάνω σ΄ ένα άξονα γύρω από
την αρχή Ο του άξονα. Αν το σώµα εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση, η
αποµάκρυνσή του (x) σε σχέση µε το χρόνο θα δίνεται από τη σχέση

ηµωtAx ×=

Η γωνία φ = ωt που η τιµή της καθορίζει την τιµή της αποµάκρυνσης του
σώµατος τη χρονική στιγµή t ονοµάζεται φάση της ταλάντωσης.

OA-

A A

A X

X
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φ

θ

φάσηαρχικήχωρίς φάσηαρχικήχωρίς φάσηαρχικήχωρίς

q Εξίσωση ταχύτητας – χρόνου (υ-t)

Η ταχύτητα του σώµατος κάθε χρονική στιγµή θα δίνεται από τη σχέση

συνωtυυ max ×=

ωΑυmax =

όπου maxυ  η µέγιστη ταχύτητα του σώµατος.

q Εξίσωση επιτάχυνσης – χρόνου (α-t)

Η επιτάχυνση του σώµατος κάθε χρονική στιγµή θα δίνεται από τη σχέση

ηµωtαα max ×-=

Αωα 2
max =  ή maxmax ωυα =

όπου maxα  η µέγιστη επιτάχυνση του σώµατος.

Παρατήρηση : Όλες οι παραπάνω σχέσεις ισχύουν µε την προϋπόθεση ότι
το σώµα τη χρονική στιγµή t=0 βρίσκεται στη θέση ισορροπίας του και η
ταχύτητά του είναι 0υ > , δηλαδή κινείται προς τα θετικά του άξονα. Σε
κάθε άλλη περίπτωση οι σχέσεις γίνονται:

)φηµ(ωtAx 0+×=
)0max φσυν(ωtυυ +×=
)0max φηµ(ωtαα +×-=

όπου 0φ  είναι η φάση της ταλάντωσης τη χρονική στιγµή t = 0  και
ονοµάζεται αρχική φάση της ταλάντωσης. Για την αρχική φάση ισχύει:

2πφ0 0 <£

Έτσι στην περίπτωση που δεν έχουµε αρχική φάση, η φάση της
ταλάντωσης είναι φ = ωt, ενώ όταν έχουµε αρχική φάση είναι 0φωtφ += .

t t

φ

θ
0φ

φάσηαρχικήµε φάσηαρχικήµε φάσηαρχικήµε
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x

0 T/4 T/2 3T/4 T
t

Θ.Ι.
Ax =-Ax = 0

0x >0x <
0υ = 0υ =maxυυ ±=

0υ >

0υ <

0a = max-aa =maxaa =
0a <0a >

Από την κλίση της ευθείας µέσω της εφαπτοµένης της γωνίας θ
µπορούµε να υπολογίσουµε την κυκλική συχνότητα

κλίση ευθείας = εφθ = ω

Διαγράµµατα

Στην περίπτωση που ένα σώµα κάνει απλή αρµονική ταλάντωση (χωρίς
αρχική φάση) τα διαγράµµατα της αποµάκρυνσης, της ταχύτητας και της
επιτάχυνσης σε σχέση µε το χρόνο είναι:

t

A

A-

0 T/4 TT/2 3T/4 0 T/4 T/2 3T/4 T
t

υ

maxυ

maxυ-

a

maxa

maxa-
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Þ Þ Þ

q Σχέση ταχύτητας – αποµάκρυνσης (υ-x)

Έστω ένα σώµα που κάνει απλή αρµονική ταλάντωση χωρίς αρχική
φάση. Οι εξισώσεις της αποµάκρυνσης και της ταχύτητας σε σχέση µε το
χρόνο είναι:

ηµωtAx ×= ωtηµAx 222 ×= 2

2
2

A
xωtηµ =

συνωtυυ max ×= ωtσυνυυ 22
max

2 ×= 2
max

2
2

υ
υωtσυν =

Προσθέτουµε τις δύο τελευταίες εξισώσεις κατά µέλη και έχουµε:

1
υ
υ

A
x

υ
υ

A
xωtσυνωtηµ 2

max

2

2

2

2
max

2

2

2
22 =+Þ+=+

αφού για κάθε γωνία ισχύει ότι 1aσυνaηµ 22 =+ .
Όµως ωΑυmax =  οπότε η τελευταία σχέση γίνεται

Þ-=Þ=+Þ=
+

Þ=+ 2222222222
22

222

22

2

2

2
xωAωυAωυxω1

Aω
υxω1

Aω
υ

A
x

22 xAωυ -±=
Παρατηρήσεις
1) Η τελευταία σχέση µας επιτρέπει να υπολογίσουµε την ταχύτητα του
σώµατος σε κάποια θέση της ταλάντωσης κάποια χρονική στιγµή, χωρίς
να γνωρίζουµε τη χρονική αυτή στιγµή,  είτε το σώµα που κάνει την
ταλάντωση έχει είτε δεν έχει αρχική φάση 0φ .
2) Το διπλό πρόσηµο στο τύπο δηλώνει ότι το σώµα για κάποια
συγκεκριµένη θέση της ταλάντωσης µπορεί είτε να κινείται προς τη θέση
ισορροπίας, είτε να αποµακρύνεται από αυτή.

3) Η σχέση 1
Aω

υ
A
x

22

2

2

2
=+   είναι εξίσωση έλλειψης και η γραφική της

παράσταση φαίνεται παρακάτω.

υ

x
AA-

ωA

ωA-
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Þ Þ Þ

2εφθ = ω

θ

q Σχέση επιτάχυνσης – αποµάκρυνσης (α – x)

ηµωtΑωαηµωtαα 2
max ×-=Þ×-=

Όµως επειδή ηµωtAx ×=  η τελευταία σχέση γίνεται

xωα 2-=
Παρατηρήσεις
1) Η σχέση xωα 2-=  µας δείχνει ότι στην απλή αρµονική ταλάντωση η
επιτάχυνση έχει πάντοτε αντίθετο πρόσηµο από την αποµάκρυνση.
2) Η επιτάχυνση έχει φορά πάντα προς τη θέση ισορροπίας.
3) Η σχέση xωα 2-=  είναι εξίσωση ευθείας και η γραφική της παράσταση
φαίνεται παρακάτω.

q Σχέση επιτάχυνσης – ταχύτητας (α – υ)

= - ×maxα α ηµωt a a= ×2 2 2
max ηµ ωt 2

a
a

=
2

2

max

ηµ ωt

συνωtυυ max ×= ωtσυνυυ 22
max

2 ×= 2
max

2
2

υ
υωtσυν =

Προσθέτουµε τις δύο τελευταίες εξισώσεις κατά µέλη και έχουµε:

2 2
max max

a a
a a

+ = + Þ + =
2 2 2 2

2 2
2 2
max max

υ υηµ ωt συν ωt 1
υ υ

αφού για κάθε γωνία ισχύει ότι 1aσυνaηµ 22 =+ .
Όµως a = 2

max ω Α  και ωΑυmax =   οπότε η τελευταία σχέση γίνεται

2

a u
u a u+ = Þ = Þ = Þ = - Þ

A

2 2 2 2 2
2 2 2 4 2 2 4 2 2 2

4 2 2 4 2
υ α + ω1 1 α + ω ω A ω A ω

ω ω A ω A

x

a

Αω2

Αω- 2

ΑΑ-

Από την κλίση της διπλανής ευθείας,
µέσω της εφαπτοµένης της γωνίας θ,
µπορούµε να υπολογίσουµε το ω2.
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2a w u= ± A -2 2ω  ή 2a u u= ± -max
2ω

Παρατηρήσεις
1) Η τελευταία σχέση µας επιτρέπει να υπολογίσουµε την επιτάχυνση του
σώµατος σε κάποια θέση της ταλάντωσης που γνωρίζουµε το µέτρο της
ταχύτητάς του κάποια χρονική στιγµή, χωρίς να γνωρίζουµε τη χρονική
αυτή στιγµή, είτε το σώµα που κάνει την ταλάντωση έχει είτε δεν έχει
αρχική φάση 0φ .

2) Η σχέση 2

a
+ =

A

2 2

4 2 2
υ 1

ω ω A
  είναι εξίσωση έλλειψης και η γραφική της

παράσταση φαίνεται παρακάτω.

β) Δυναµική προσέγγιση

Όταν ένα σώµα µάζας m εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση , τότε σε
τυχαία θέση της τροχιάς του έχει επιτάχυνση α.  Η συνολική δύναµη που
δέχεται το σώµα και είναι υπεύθυνη για την επιτάχυνσή του, υπακούει
στο θεµελιώδη νόµο της µηχανικής:

maF =
Þ ηµωtΑmωF 2 ×-=

ηµωtΑωαηµωtαα 2
max ×-=Þ×-=

Όµως επειδή ηµωtAx ×=  η τελευταία σχέση γίνεται

xmωF 2-=

Από τη σχέση αυτή φαίνεται ότι όταν ένα σώµα εκτελεί απλή αρµονική
ταλάντωση η συνολική δύναµη που δέχεται είναι ανάλογη µε την
αποµάκρυνση του σώµατος από το µέσο Ο της τροχιάς του και έχει
αντίθετη φορά από αυτήν. Όταν το σώµα περνά από το σηµείο Ο η
συνολική δύναµη που δέχεται ισούται µε µηδέν. Για το λόγο αυτό, το
σηµείο Ο ονοµάζεται θέση ισορροπίας της ταλάντωσης.

a

υωA-ωA

2ω A

2-ω A
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maxF

0
T/4 T/2 3T/4 T

t

2-mω Α

θ

εφθ = D

Αν συµβολίσουµε το γινόµενο 2mω  µε D (που είναι σταθερό για κάθε
ταλαντωτή), δηλαδή

2mωD =
η σχέση που δίνει τη δύναµη δίνει

DxF -=
Η παραπάνω σχέση είναι γνωστή και σαν συνθήκη για την παραγωγή
απλής αρµονικής ταλάντωσης. Η δύναµη F ονοµάζεται δύναµη
επαναφοράς (γιατί τείνει να επαναφέρει το σώµα στη θέση ισορροπίας)
και η σταθερά αναλογίας D σταθερά επαναφοράς η τιµή της οποίας
σχετίζεται µε τα φυσικά χαρακτηριστικά του ταλαντούµενου συστήµατος.

q Εξίσωση δύναµης – χρόνου (F-t)

Από τη σχέση ηµωtΑmωF 2 ×-=  προκύπτει ότι αυτή είναι της µορφής

×maxF = -F ηµωt

όπου = 2
maxF mω Α  ή =max maxF mωυ  ή =maxF DΑ

Το διάνυσµα της δύναµης στην απλή αρµονική ταλάντωση είναι
οµόρροπο µε αυτό της επιτάχυνσης.
Διαγράµµατα
Στην περίπτωση που ένα σώµα κάνει απλή αρµονική ταλάντωση (χωρίς
αρχική φάση) τα διαγράµµατα της δύναµης σε σχέση µε το χρόνο και σε
σχέση µε την αποµάκρυνση είναι:

F

max-F

x

F

2mω Α

ΑΑ-

Από την κλίση της διπλανής ευθείας,
µέσω της εφαπτοµένης της γωνίας θ,
µπορούµε να υπολογίσουµε τη
σταθερά επαναφοράς D.
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Θ.Ι.
Ax =-Ax = 0

F = 0 maxF = -F= max F F

F < 0F > 0

q Σχέση περιόδου – σταθεράς επαναφοράς

2
æ ö= Þ = Þç ÷
è ø

2 2πD mω D m
T

mT = 2π
D

Παρατήρηση:  Η παραπάνω σχέση µας δείχνει ότι η περίοδος Τ της
ταλάντωσης είναι ανεξάρτητη του πλάτους Α της ταλάντωσης και η τιµή
της καθορίζεται από τη µάζα m του σώµατος και από τη σταθερά
επαναφοράς D.

γ) Ενεργειακή προσέγγιση

Η ενέργεια (ή ολική ενέργεια ή µηχανική ενέργεια) της ταλάντωσης Ε
ενός συστήµατος που εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση ισούται µε την
ενέργεια που προσφέραµε αρχικά στο σύστηµα για να το θέσουµε σε
ταλάντωση. Η ενέργεια αυτή θα δίνεται από τη σχέση:

× 21E = D A
2

Από την τελευταία σχέση προκύπτει ότι το πλάτος της ταλάντωσης Α
καθορίζεται µόνο από την ενέργεια που προσφέραµε αρχικά στο σύστηµα
ώστε να αρχίσει να ταλαντώνεται.
Η ενέργεια µιας απλής αρµονικής ταλάντωσης είναι σταθερή και
ανάλογη µε το τετράγωνο του πλάτους της ταλάντωσης.
Στη διάρκεια της ταλάντωσης η ενέργεια ταλάντωσης εµφανίζεται ως
κινητική ενέργεια Κ και ως δυναµική ενέργεια U ταλάντωσης. Ισχύουν:

× 21K = m υ
2    και × 21U = D x

2
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Θ.Ι.
Ax =-Ax = 0

U = 0=maxU E

K = 0
=maxU E

K = 0maxK = E

× ×

×

× × × × × ×
max maxυ=υ συνωt υ =ω Α

2 2 2 2 2 2
max

x= A ηµωt

1 1 1 1K +U = m υ + D x m υ συν ωt + D A ηµ ωt
2 2 2 2= =

D
×

= × × × × × × × × ×
2D=m ω

2 2 2 2 2 2 2 2 21 1 1 1m ω Α συν ωt + D A ηµ ωt Α συν ωt + D A ηµ ωt =
2 2 2 2=

( )D D E× × ==
2 2συν ωt+ηµ ωt=1

2 2 2 21 1= Α συν ωt + ηµ ωt Α
2 2

Άρα

E = K +U       ή × ×2 21 1E = m υ + D x
2 2  (=σταθερή)

Επίσης για την ολική ενέργεια της ταλάντωσης ισχύουν:

D E
× ×

× × × × =
2

maxυ =ω Α D=m ω
2 2 2 2

max max
1 1 1K = m υ m ω Α Α
2 2 2= =

Άρα

× 2
max max

1E = K = m υ
2  και = × 2

max
1E = U D A
2

q Εξίσωση κινητικής ενέργειας – χρόνου (Κ-t)

× 21K = m υ
2

KÞ =× × Þ2 2
max

1 m υ συν ωt
2

× 2K = E συν ωt

= ×maxυ υ συνωt

Αρχή

Διατήρησης

Ενέργειας

Ταλάντωσης
(Α.Δ.Ε.Τ.)
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q Εξίσωση δυναµικής ενέργειας – χρόνου (U-t)

× 21U = D x
2

Þ × × Þ2 21U = D A ηµ ωt
2

× 2U = E ηµ ωt

ηµωtAx ×=

Παρατήρηση: Αν η ταλάντωση έχει αρχική φάση οι παραπάνω εξισώσεις
γίνονται:

( )× 2
0K = E συν ωt + φ και ( )× 2

0U = E ηµ ωt + φ
Διαγράµµατα
Στην περίπτωση που ένα σώµα κάνει απλή αρµονική ταλάντωση (χωρίς
αρχική φάση) τα διαγράµµατα της ολικής, της κινητικής και της
δυναµικής ενέργειας της ταλάντωσης σε σχέση µε το χρόνο είναι:

Παρατηρούµε ότι η κινητική και η δυναµική ενέργεια της ταλάντωσης
είναι περιοδικές συναρτήσεις του χρόνου µε περίοδο Τ΄ ίση µε τη µισή της
περιόδου της ταλάντωσης Τ,  δηλαδή ΤT΄ = 2 .

Η κινητική και η δυναµική ενέργεια της ταλάντωσης είναι ίσες µεταξύ
τους τις χρονικές στιγµές όπου:

( )Þ × × Þ Þ ± Þ × Þ

2πω=
Τ2 2 2 πΚ = U E συν ωt = E ηµ ωt εφ ωt = 1 εφωt = 1 ωt = 2k +1 4

( )× × Þ
2π πt = 2k + 1 4Τ

( ) ×Τt = 2k + 1 8  όπου k = 0,1, 2,3,...

Από το παραπάνω διάγραµµα επίσης παρατηρούµε ότι στη διάρκεια κάθε
περιόδου της ταλάντωσης, η δυναµική και η κινητική ενέργεια της
ταλάντωσης είναι ίσες µεταξύ τους 4 φορές(τα 4 σηµεία τοµής των U, K
στο διάγραµµα).

0

E, K,U

t

E

K

U

TT
2

3T
4

T
4

T
8

3T
8

5T
8

7T
8

E
2

E
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q Εξίσωση δυναµικής ενέργειας – αποµάκρυνσης (U-x) & εξίσωση
κινητικής ενέργειας – αποµάκρυνσης (Κ-x)

Η δυναµική ενέργεια της ταλάντωσης δίνεται από τη σχέση:

× 21U = D x
2

       µε £ £-Α x +A

Α.Δ.Ε.Τ. : Þ × Þ21E = K +U E = K + D x
2

× 21K = E - D x
2

      µε £ £-Α x +A

Διαγράµµατα
Στην περίπτωση που ένα σώµα κάνει απλή αρµονική ταλάντωση (µε ή
χωρίς αρχική φάση) τα διαγράµµατα της ολικής, της κινητικής και της
δυναµικής ενέργειας της ταλάντωσης σε σχέση µε την αποµάκρυνση
είναι:

Η κινητική και η δυναµική ενέργεια της ταλάντωσης είναι ίσες µεταξύ
τους όταν το σώµα βρίσκεται στις θέσεις όπου:

Α.Δ.Ε.Τ. :
K U=
Þ Þ Þ × × × Þ2 21 1E = K +U   E = U +U E = 2U   D A = 2 D x

2 2

Þ Þ
2

2 A Ax = x = ±
2 2

A 2x = ±
2

U

E

K

E, K,U

E
2

x0 2A 2-A A2-A 2
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q Εξίσωση κινητικής ενέργειας – ταχύτητας (Κ-υ) & εξίσωση δυναµικής
ενέργειας – ταχύτητας (U-υ)

Η κινητική ενέργεια της ταλάντωσης δίνεται από τη σχέση:

× 21K = m υ
2

       µε £ £max max-υ υ +υ

Α.Δ.Ε.Τ. : Þ × Þ21E = K +U E = m υ +U
2

× 21U = E - m υ
2

      µε £ £max max-υ υ +υ

Διαγράµµατα
Στην περίπτωση που ένα σώµα κάνει απλή αρµονική ταλάντωση (µε ή
χωρίς αρχική φάση) τα διαγράµµατα της ολικής, της κινητικής και της
δυναµικής ενέργειας της ταλάντωσης σε σχέση µε την ταχύτητα του
σώµατος είναι:

Η κινητική και η δυναµική ενέργεια της ταλάντωσης είναι ίσες µεταξύ
τους όταν το σώµα βρίσκεται στις θέσεις όπου η ταχύτητά του είναι:

Α.Δ.Ε.Τ. : Þ Þ Þ × × × Þ
U =K

2 2
max

1 1E = K +U   E = Κ + Κ E = 2Κ  m υ = 2 m υ
2 2

Þ Þ
2

2 max maxυ υυ = υ = ±
2 2

maxυ 2υ = ±
2

max-υ max
2-υ 2 maxυ υ

E
2

E

E, K,U

0

U

K

max
2υ 2
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Παρατήρηση:  Η σχέση 22 xAωυ -±=  µπορεί να αποδειχτεί πολύ πιο
εύκολα µε τη βοήθεια της αρχής διατήρησης ενέργειας ταλάντωσης:
Α.Δ.Ε.Τ. :

2 2 2 2 2 2D A D x m A m xw w
×

Þ × × × Þ × × × × × Þ
2D=m ω

2 21 1 1E = K +U   = m υ + = m υ +
2 2 2

2 2 2 2A xw w× - × Þ2υ =
22 xAωυ -±=

3. Το περιστρεφόµενο διάνυσµα

Θα αποδείξουµε ότι:
Αν ένα σώµα Σ κάνει οµαλή κυκλική κίνηση σε κύκλο ακτίνας Α τότε η
προβολή του Σ’ στον άξονα yy’ κάνει Α.Α.Τ.

Πράγµατι από το σχήµα έχουµε:
ΟΣ’ = ΟΣηµφ Û x = Aηµφ Û x = Aηµωt
Αφού φ=ωt λόγω της οµαλής κυκλικής κίνησης του Σ.

Αυτό µπορεί να διατυπωθεί διαφορετικά:
Αν ένα σώµα κάνει Α.Α.Τ. µε πλάτος Α µπορούµε να υποθέσουµε ότι
υπάρχει ένα άλλο σώµα το οποίο κάνει οµαλή κυκλική κίνηση σε
κύκλο ακτίνας Α, µε κέντρο τη θέση ισορροπίας.

Άρα:
Για κάθε σώµα που κάνει ταλάντωση x = Aηµωt µπορούµε να
υποθέσουµε ότι υπάρχει ένα περιστρεφόµενο διάνυσµα µέτρου Α και
γωνιακής ταχύτητας ω.

Σ΄ Σ

+Α

-Α

Άξονας ταλάντωσης

ωt
x

Άξονας φάσεων
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ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ ΓΙΑ ΤΗ ΛΥΣΗ ΑΣΚΗΣΕΩΝ

Æ Όταν δίνεται η απόσταση d των ακραίων θέσεων της ταλάντωσης,
τότε το πλάτος Α θα είναι:

dA =
2

Æ Όταν ένας ταλαντωτής αποµακρύνεται από τη θέση ισορροπίας
του κατά x και στη συνέχεια αφήνεται ελεύθερος, τότε το πλάτος
της ταλάντωσής του θα είναι ίσο µε την αρχική αυτή αποµάκρυνση
x, δηλαδή: A = x

Æ Όταν ένας ταλαντωτής ισορροπεί(δηλαδή βρίσκεται στη Θ.Ι. του)
και µε κάποιο τρόπο αποκτήσει ταχύτητα υ, τότε η ταχύτητα του
αυτή θα είναι ίση µε την µέγιστη της ταλάντωσης που θα εκτελέσει
δηλαδή: maxυ = υ

Æ Όταν µας ζητείται η χρονική εξίσωση ενός µεγέθους της
ταλάντωσης (π.χ. x, υ, α, F, K, U), τότε γράφουµε στη γενικότερη
µορφή της την εξίσωση που προβλέπει η θεωρία για το µέγεθος
αυτό και υπολογίζουµε τις τιµές των στοιχείων της εξίσωσης (στο
ίδιο σύστηµα µονάδων) από τα δεδοµένα της άσκησης.
Π.χ. για την εξίσωση ( )= - ×2

0α ω Α ηµ ωt + φ  πρέπει από τα δεδοµένα
της άσκησης να υπολογίσουµε τις τιµές των ω, Α, 0φ .

Æ Αν δίνεται η χρονική εξίσωση της αποµάκρυνσης ή κάποιου άλλου
µεγέθους της ταλάντωσης(ταχύτητας, επιτάχυνσης, δύναµης,
δυναµικής ή κινητικής ενέργειας), τότε από τη σύγκρισή της µε την
αντίστοιχη της θεωρίας προσδιορίζονται ορισµένα µεγέθη της
ταλάντωσης καθώς επίσης και οι εξισώσεις όλων των υπόλοιπων
µεγεθών της ταλάντωσης.
Π.χ.  έστω ότι η εξίσωση της αποµάκρυνσης ενός ταλαντωµένου
σώµατος είναι ( )× πx = 0,1 ηµ 20πt + 3   (S.I.)   τότε:

( )×x = ηµ π0,1 20πt + 3

( )×x = ηµ t  + 0A ω φ

άρα  A=0,1 m, ω=2π rad
sec  και rad0

πφ = 3

Έτσι η εξίσωση της ταχύτητας θα είναι:

( )= × × Þ0υ ω Α συν ωt + φ ( )× πυ = 0,2π συν 20πt + 3
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( )πσυνφ = ηµ φ + 2

( )-ηµφ = ηµ φ + π

Æ Διαφορά φάσης και χρονική διαφορά µεταξύ των µεγεθών της
ταλάντωσης.
Διαφορά φάσης δύο αρµονικά µεταβαλλόµενων µεγεθών λέγεται η
διαφορά των φάσεών τους. Όταν τα δύο µεγέθη έχουν την ίδια
γωνιακή συχνότητα ω, τότε η διαφορά φάσης τους είναι σταθερή.
Για να βρούµε τη διαφορά φάσης δύο µεγεθών, πρέπει τα δύο
µεγέθη να εκφράζονται µε τον ίδιο τριγωνοµετρικό αριθµό και να
έχουν θετικές µέγιστες τιµές (ή αρνητικές).
Έστω × 0x = A ηµ(ωt + φ ) η εξίσωση της αποµάκρυνσης, τότε:

× Þmax 0υ = υ συν(ωt + φ ) ×max 0
πυ = υ ηµ(ωt + φ + )2

× Þmax 0α = -α ηµ(ωt + φ ) ×max 0α = α ηµ(ωt + φ + π)

Δηλαδή η ταχύτητα προηγείται σε φάση της αποµάκρυνσης κατά
=υ,x υ x

πΔφ = φ - φ 2
η επιτάχυνση προηγείται σε φάση της αποµάκρυνσης κατά

=a,x a xΔφ = φ - φ π
και η επιτάχυνση προηγείται σε φάση της ταχύτητας κατά

=a,υ α υ
πΔφ = φ - φ 2

Αυτές οι διαφορές φάσης ερµηνεύονται ως εξής:
Όταν κάποιο µέγεθος, ας πούµε η ταχύτητα, πάρει ορισµένη τιµή
υ =  +  υmax , η αποµάκρυνση θα πάρει την αντίστοιχη τιµή x = +Α ,
µετά από χρόνο Δt που αντιστοιχεί στη διαφορά φάσης των
µεγεθών.
Η χρονική διαφορά Δt
α) Μεταξύ ταχύτητας – αποµάκρυνσης:

× Þ × Þ
2πΔφ = ω Δt Δφ = Δt
Τ

× Þ
ΤΔt = Δφ
2π

× Þ
Τ πΔt =
2π 2

ΤΔt =
4

β) Μεταξύ επιτάχυνσης – αποµάκρυνσης:

× Þ × Þ
2πΔφ = ω Δt Δφ = Δt
Τ

× Þ
ΤΔt = Δφ
2π

× Þ
ΤΔt = π
2π

ΤΔt =
2

γ) Μεταξύ επιτάχυνσης – ταχύτητας:

× Þ × Þ
2πΔφ = ω Δt Δφ = Δt
Τ

× Þ
ΤΔt = Δφ
2π

× Þ
Τ πΔt =
2π 2

ΤΔt =
4

Æ Αρχική φάση ταλάντωσης
Ένα σύστηµα που εκτελεί Α.Α.Τ. έχει αρχική φάση 0φ  στις
παρακάτω πιο συνηθισµένες περιπτώσεις:
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α) Για ® ¹t = 0 x 0
β) Για ® ¹t = 0 a 0
γ) Για ® ¹maxt = 0 υ 0
δ) Για U® ¹t = 0 0
ε) Για ® ¹ maxt = 0 K K
στ) Για ¹t 0  µε ¹t κΤ , ®κ = 1,2,3,...   x = 0
ζ) Όταν η εξίσωση της αποµάκρυνσης δεν είναι της µορφής

×x = A ηµωt  ή η εξίσωση της ταχύτητας δεν είναι της µορφής
×maxυ = υ συνωt  ή η εξίσωση της επιτάχυνσης δεν είναι της µορφής
×maxα = -α ηµωt .

Γενικά ένα σώµα δεν έχει αρχική φάση όταν τη χρονική στιγµή t=0
το σώµα βρίσκεται στη Θ.Ι. του και έχει θετική ταχύτητα.

Æ Υπολογισµός αρχικής φάσης ταλάντωσης
Για να βρούµε την αρχική φάση της ταλάντωσης θα πρέπει να
γνωρίζουµε από ποια θέση ξεκινά η ταλάντωση (δηλαδή την τιµή
του x όταν t = 0) και τη φορά κίνησης του σώµατος (δηλαδή αν u  > 0
ή u < 0).

Α΄ τρόπος (µε τη βοήθεια των εξισώσεων των µεγεθών της
ταλάντωσης)
Βήµα 1: Στην εξίσωση της ταλάντωσης, × 0x = A ηµ(ωt + φ ) ,
αντικαθιστούµε για t = 0 την τιµή του x, οπότε καταλήγουµε σε
τριγωνοµετρική εξίσωση της µορφής 0ηµφ = ηµθ .
Βήµα 2: Επιλύουµε την τριγωνοµετρική εξίσωση και καταλήγουµε
σε 2 γενικές λύσεις.
Βήµα 3: Θέτουµε κ = 0 στις 2 γενικές λύσεις οπότε παίρνουµε 2 τιµές
για την αρχική φάση 0φ .
Βήµα 4: Με τη βοήθεια της εξίσωσης της ταχύτητας της
ταλάντωσης ελέγχουµε και τις 2 λύσεις που προέκυψαν και
κάνουµε δεκτή αυτή που επαληθεύει τον περιορισµό που
αναφέρεται στη  φορά κίνησης του σώµατος, όπως προκύπτει από
την εκφώνηση.
Βήµα 5: Αν απορριφθούν και οι 2 λύσεις, θέτουµε κ = 1 στις γενικές
λύσεις και ελέγχουµε και πάλι τις 2 νέες τιµές της 0φ .
Προσοχή!!! £ 00 φ < 2π

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ

Να βρεθεί η αρχική φάση, αν για t = 0 είναι Ax = -
2

 και υ < 0.
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Λύση
Στη γενική εξίσωση της ταλάντωσης, × 0x = A ηµ(ωt + φ ) , θέτουµε

t = 0 και Ax = -
2

 οπότε έχουµε × 0
A- = Α ηµφ
2

 άρα 0
1ηµφ = -
2

 δηλαδή

0
πηµφ = -ηµ
6

 άρα 0
πηµφ = ηµ(- )
6

.

Λύνουµε την τριγωνοµετρική εξίσωση που προέκυψε και
καταλήγουµε στις 2 γενικές λύσεις.

0
πφ = 2κπ -
6

 (1) και 0
πφ = 2κπ + π +
6

(2)

Στις (1) και (2) θέτουµε κ = 0 οπότε παίρνουµε

0
πφ = -
6

(απορρίπτεται διότι £ 00 φ < 2π ) και 0
πφ = π +
6

.

Ελέγχουµε τη λύση 0
πφ = π +
6

.  Με βάση την εκφώνηση για t  =  0

είναι υ < 0.
Παίρνουµε την εξίσωση της ταχύτητας της ταλάντωσης

×max 0υ = υ συν(ωt + φ ) .  Για t  =  0  έχουµε ×max 0υ = υ συνφ . Θέτουµε

0
πφ = π +
6

 οπότε θα έχουµε ×max
πυ = υ συν(π + )
6

. Όµως πσυν(π + ) < 0
6

άρα υ < 0 άρα η rad0
π 7πφ = π + =
6 6

 είναι δεκτή.

Β΄ τρόπος (µε τη βοήθεια του περιστρεφόµενου διανύσµατος)
Βήµα 1: Ζωγραφίσουµε το σώµα στη θέση x1 που βρίσκεται τη
χρονική στιγµή t=0. Σχεδιάζουµε το περιστρεφόµενο διάνυσµα που
αντιστοιχεί στη θέση αυτή x1. Προσέχουµε γιατί σε κάθε θέση που
βρίσκεται το σώµα υπάρχουν δύο θέσεις για το περιστρεφόµενο
διάνυσµα: µία όταν ανεβαίνει το σώµα (θετική ταχύτητα) και µία
όταν κατεβαίνει το σώµα (αρνητική ταχύτητα).
Βήµα 2 : Υπολογίζουµε τη γωνία που σχηµατίζει το
περιστρεφόµενο διάνυσµα µε τον άξονα των φάσεων όταν αυτό
στραφεί µε φορά αντίθετη των δεικτών του ρολογιού. Αυτή θα είναι
και η αρχική φάση της ταλάντωσης.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ

Να βρεθεί η αρχική φάση, αν για t = 0 είναι Ax =
2

 και υ > 0.

Λύση
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Þ0

Α
2ηµφ =

Α

Þ0
1ηµφ =
2

rad0
πφ =
6

Æ Υπολογισµός χρονικών διαστηµάτων στην ταλάντωση
η1 περίπτωση : Για την εύρεση του χρόνου µετάβασης από µια θέση

σε µια άλλη, αν η αρχική και η τελική θέση είναι θέση ισορροπίας ή
ακραία θέση, τότε η ζητούµενη χρονική διάρκεια είναι κάποιο

ακέραιο πολλαπλάσιο του Τ
4  ( ×

ΤΔt = κ
4

 µε κ=1,2,3,...). Αυτό

συµβαίνει διότι για την απευθείας κίνηση από τη Θ.Ι. στην ακραία
θέση ή αντίστροφα απαιτείται χρόνος Τ

4 .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ
Σώµα εκτελεί Α.Α.Τ. χωρίς αρχική φάση. Να βρεθεί το χρονικό
διάστηµα που απαιτείται για τη µετάβαση του σώµατος από τη Θ.Ι.
στην ακραία θέση –Α για πρώτη φορά.
Λύση

Α
2

-Α

+Α

Άξονας φάσεων

Θετική ταχύτητα

0φ
0

αρνητική ταχύτητα

Άξονας ταλάντωσης

A- +Α  0

Τ
4

Τ
4

Τ
4

Τ
4

A- +Α  0

Τ
4

Τ
4

Τ
4

3TΔt = 4
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Þ κ = 0,1,2,...

2η περίπτωση : Για την εύρεση του χρόνου µετάβασης από µια θέση

1x  σε µια άλλη 2x ,  αν ή η αρχική ή η τελική θέση ή και οι δύο δεν
είναι ούτε θέση ισορροπίας ούτε ακραία θέση, τότε υπάρχουν 2
τρόποι λύσης.

Α΄ τρόπος (µε τη βοήθεια της εξίσωσης αποµάκρυνσης της
ταλάντωσης)
Βήµα 1: Βρίσκουµε την εξίσωση της αποµάκρυνσης του σώµατος
(αν δεν δίνεται) προσέχοντας αν έχουµε αρχική φάση.
Βήµα 2:  Υπολογίζουµε το χρόνο µετάβασης του σώµατος από την
αρχική του θέση στη θέση 1x  και έπειτα το χρόνο µετάβασης του
σώµατος από την αρχική του θέση στη θέση 2x .
Βήµα 3: Τέλος αφαιρούµε τους δύο χρόνους.
Παρατήρηση: Για τον υπολογισµό του χρόνου από την αρχική θέση
του σώµατος σε µια άλλη 1x , αντικαθιστούµε στην εξίσωση της
αποµάκρυνσης όπου ® 1x x  και λύνουµε την τριγωνοµετρική
εξίσωση ως προς το χρόνο.  Προσέχουµε ότι έχουµε 2  µορφές
λύσεων. Από τα δεδοµένα της άσκησης και από τον περιορισµό ότι
t > 0  υπολογίζουµε τον χρόνο.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ

Σώµα εκτελεί Α.Α.Τ. µε εξίσωση æ ö× ç ÷
è ø

π πx = 0,2 ηµ t +
3 2

 (S.I.). Να βρείτε

ποια χρονική στιγµή το σώµα διέρχεται για τρίτη φορά µετά την
t = 0  από τη θέση 1x = +0,1 m .
Λύση

æ ö æ ö æ ö× Þ × Þ Þç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è ø

1x=x =0,1π π π π π π 1x = 0,2 ηµ t + 0,1 = 0,2 ηµ t + ηµ t + =
3 2 3 2 3 2 2

æ ö
ç ÷
è ø

π π πηµ t + = ηµ
3 2 6

1η οµάδα λύσεων: Þ
π π πt + = 2κπ +
3 2 6

t = 6κ - 1

2η οµάδα λύσεων: Þ
π π πt + = 2κπ + π -
3 2 6

t = 6κ + 1

Στη συνέχεια αντικαθιστούµε και στις δύο οµάδες λύσεων όπου
κ=0,1,2,… και κατατάσσουµε τις θετικές τιµές που βρίσκουµε κατά
αύξουσα σειρά. Έτσι προκύπτουν οι τιµές:

1 2 3t = 1 sec, t = 5 sec, t = 7 sec,...
Δεκτή τελικά είναι η 3t = 7 sec  αφού θέλουµε το σώµα να διέρχεται
για τρίτη φορά από τη θέση 1x .
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Þ κ = 0,1,2,...

Β΄ τρόπος (µε τη βοήθεια του περιστρεφόµενου διανύσµατος)
Βήµα 1: Ζωγραφίσουµε το σώµα στην αρχική του θέση x1.
Σχεδιάζουµε το περιστρεφόµενο διάνυσµα που αντιστοιχεί στη
θέση αυτή x1. Προσέχουµε γιατί σε κάθε θέση που βρίσκεται το
σώµα υπάρχουν δύο θέσεις για το περιστρεφόµενο διάνυσµα: µία
όταν ανεβαίνει το σώµα (θετική ταχύτητα) και µία όταν κατεβαίνει
το σώµα (αρνητική ταχύτητα).
Βήµα 2: Σχεδιάζουµε στο ίδιο σχήµα την τελική θέση του σώµατος
x2 και το αντίστοιχο περιστρεφόµενο διάνυσµα.
Βήµα 3: Υπολογίζουµε από τα σχήµατα που δηµιουργήθηκαν τις
γωνίες που σχηµατίζονται µεταξύ των περιστρεφόµενων
διανυσµάτων και κάποιου άξονα.
Βήµα 4:  Υπολογίζουµε την γωνία Δφ που γράφει το
περιστρεφόµενο διάνυσµα για να µεταβεί από την αρχική στην
τελική θέση του.

Βήµα 5: Τέλος από τη σχέση × Þ × Þ
2πΔφ = ω Δt Δφ = Δt
Τ

×
ΤΔt = Δφ
2π

υπολογίζουµε το χρονικό διάστηµα.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ
Να βρεθεί το χρονικό διάστηµα για να µεταβεί ένα σώµα από την
θέση x1=2 m  και υ>0 στη θέση x2 =  -  2 3  m για πρώτη φορά. Το
σώµα κάνει Α.Α.Τ. µε πλάτος Α= 4 m και περίοδο Τ=2 sec χωρίς
αρχική φάση.
Λύση

Α΄ τρόπος

Þ Þ
2π 2π radω = ω = ω = π secΤ 2

× Þ × Þ Þ
1x=x =2 1x = 4 ηµπt 2 = 4 ηµπt ηµπt =

2
πηµπt = ηµ
6

1η οµάδα λύσεων: Þ
ππt = 2κπ +
6

1t = 2κ +
6

2η οµάδα λύσεων: Þ
ππt = 2κπ + π -
6

5t = 2κ +
6

Για κ=0  στην 1η οµάδα λύσεων παίρνουµε τη ζητούµενη τιµή του

χρόνου. Άρα 1
1t = sec
6

.

Οµοίως:
2 3 33× Þ × Þ Þ

x=x =-2

x = 4 ηµπt - 2 = 4 ηµπt ηµπt = -
2

æ ö-ç ÷
è ø

πηµπt = ηµ
3
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Þ κ = 0,1,2,...
1η οµάδα λύσεων: Þ

ππt = 2κπ -
3

1t = 2κ -
3

2η οµάδα λύσεων: æ öÞç ÷
è ø

ππt = 2κπ + π - -
3

4t = 2κ +
3

Για κ=1  στην 2η οµάδα λύσεων παίρνουµε τη ζητούµενη τιµή του

χρόνου. Άρα 2
4t = sec
3

.

Άρα Þ2 1
4 1Δt = t - t = -
3 6

7Δt = sec
6

Β΄ τρόπος

Το σώµα θα πάει από την θέση x1

στην ακραία θέση +Α και µετά θα
κατέβει προς τη θέση x2 και θα
βρεθεί στη θέση x2 µε αρνητική
ταχύτητα.
Από το διπλανό σχήµα έχουµε:

ηµφ1= 1x
A

Û φ1=π/6

ηµφ2= 2x
A

Û φ2=π/3

Άρα από την αρχική µέχρι την τελική θέση θα είναι γωνία
Δφ = π/3 + π/2 + π/3  =  7π/6 rad.

× Þ × Þ
2πΔφ = ω Δt Δφ = Δt
Τ

× Þ × Þ
Τ 2 7πΔt = Δφ Δt =
2π 2π 6

7Δt = sec
6

+Α

-Α

φ1

x2

Αρχική θέση

Τελική θέση

φ2

x1

Δφ

Γενική παρατήρηση
Παρατηρούµε ότι και για τον υπολογισµό της αρχικής φάσης
της ταλάντωσης καθώς και για τον υπολογισµό του χρόνου
µετάβασης από µια θέση σε µια άλλη, ο τρόπος
υπολογισµού µε τη βοήθεια του περιστρεφόµενου
διανύσµατος είναι πολύ πιο σύντοµος και δεν απαιτεί
αρκετή τριγωνοµετρία.
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Æ Ελατήρια
Τα ελατήρια χρησιµοποιούνται πάρα πολύ στις ασκήσεις µε
ταλαντώσεις. Η δύναµη που ασκεί ένα ελατήριο δίνεται από τον
νόµο του Hooke: ελF = - Κx  όπου:
Κ = η σταθερά ελατηρίου
x = η συσπείρωση ή επιµήκυνση του ελατηρίου από τη θέση φυσικού
µήκους (Θ.Φ.Μ.)
Εποµένως:
Ένα ελατήριο στη θέση φυσικού µήκους δεν ασκεί καµία δύναµη.
Όσο πιο µεγάλη είναι η µετακίνησή του από την Θ.Φ.Μ. τόσο
µεγαλύτερη είναι η δύναµή του.
Ακόµα:
Η δυναµική ενέργεια του ελατηρίου όταν βρίσκεται σε επιµήκυνση
(συσπείρωση) x είναι και αυτή µετρηµένη από την θέση φυσικού

µήκους Θ.Φ.Μ. και δίνεται από τον τύπο × 2
ελ

1U = Κ x
2

.

Το έργο της δύναµης του ελατηρίου όταν µετακινούµε την
ελεύθερη άκρη του ελατηρίου από µία θέση µε συσπείρωση
(επιµήκυνση) x1 σε µία θέση µε συσπείρωση (επιµήκυνση) x2

υπολογίζεται πάντα ως εξής:
Þ Þελ(τελ) ελ(αρχ) ελ(αρχ) ελ(τελ)W = - ΔU W = - (U -U )  W = U -U

Ή × ×2 2
ελ 1 2

1 1W = Κ x  - Κ x
2 2

Με λόγια: Το έργο της δύναµης του ελατηρίου που το άκρο του
µετακινείται από µία αρχική θέση x1 σε µία τελική θέση x2 είναι ίσο
µε την διαφορά αρχικής µείον τελικής δυναµικής ενέργειας
ελατηρίου.
Ο τύπος αυτός ισχύει ΠΑΝΤΑ για το έργο
δύναµης ελατηρίου όποια και να είναι η
αρχική και η τελική θέση του ελατηρίου.
Στο διπλανό σχήµα το σώµα βρίσκεται σε
κάποια τυχαία θέση x1 κατά την διάρκεια της
ταλάντωσής του. Τότε έχουµε:

Ενέργεια ελατηρίου: × 2
ελ o 1

1U = K (x + x )
2

Ενέργεια ταλάντωσης: × 2
Τ 1

1U = Κ x
2

Παρατηρούµε ότι ¹ελ TU  U

Επίσης:

Θ.Φ.Μ.

Θ.Ι.
Τυχαία xo

x1
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Δύναµη ελατηρίου (µέτρο) ελ o 1F = Κ(x + x )

Δύναµη ταλάντωσης (µέτρο) T  1 1F = Dx = Kx

Δηλαδή: Τα µεγέθη της ταλάντωσης τα µετράµε από την θέση
ισορροπίας Θ.Ι.  ενώ τα µεγέθη του ελατηρίου τα µετράµε από την
θέση φυσικού µήκους Θ.Φ.Μ.
Παρατήρηση: όταν το ελατήριο είναι στο οριζόντιο επίπεδο επειδή η
Θ.Ι. ταυτίζεται µε τη Θ.Φ.Μ. τότε η δύναµη του ελατηρίου και η
δύναµη της ταλάντωσης θα έχουν την ίδια τιµή, όπως και η
δυναµική ενέργεια του ελατηρίου µε τη δυναµική ενέργεια της
ταλάντωσης. Σε κάθε άλλη περίπτωση (κατακόρυφο ελατήριο,
ελατήριο σε κεκλιµένο επίπεδο) οι τιµές αυτές θα είναι
διαφορετικές.

Æ Μεθοδολογία για την απόδειξη ότι ένα σώµα κάνει Α.Α.Τ.
Αρκεί να δείξουµε ότι το σώµα δέχεται δύναµη επαναφοράς δηλαδή
της µορφής F = - Dx . Τα βήµατα που ακολουθούµε είναι:
Βήµα 1: Ζωγραφίζουµε το σχήµα µε το σώµα στη θέση ισορροπίας.
Βήµα 2: Σχεδιάζουµε τις δυνάµεις στη θέση ισορροπίας.
Εφαρµόζουµε την σχέση ισορροπίας ΣF=0 και βρίσκουµε µία σχέση
για τις δυνάµεις στο σώµα.
Βήµα 3: Ζωγραφίζουµε το σώµα σε µία θέση που απέχει x από τη
θέση ισορροπίας. Έχουµε εκτρέψει το σώµα κατά x.
Βήµα 4: Σχεδιάζουµε τις νέες δυνάµεις στη θέση αυτή. Κάποια ή
κάποιες δυνάµεις πρέπει να είναι διαφορετικές (µεγαλύτερες ή
µικρότερες) από τις προηγούµενες.
Βήµα 5: Υπολογίζουµε την νέα συνισταµένη δύναµη ΣF. Σκοπός
µας είναι να την µετατρέψουµε σε µία εξίσωση της µορφής F = - Dx
όπου D µία σταθερά (ανεξάρτητη του x). Για να το πετύχουµε θα
χρειαστούµε (εν γένει) την εξίσωση που βρήκαµε για τη θέση
ισορροπίας. Ως θετικές δυνάµεις λαµβάνουµε εκείνες που έχουν
την ίδια φορά µε εκείνη που εκτρέψαµε το σώµα.
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ
Για το παρακάτω σχήµα:
Στη Θ.Ι. : Þ Þx ελ x oΣF = 0 Β - F = 0   Β = Kx (1)

Τυχαία θέση ΙΙΙ :
¢ Þ Þx ελ x o x oΣF = Β – F ΣF = Β – Κ(x + x)  ΣF = Β – Κx – Κx   και λόγω της

(1) είναι
ΣF = – Κx



Φυσική Γ΄ Λυκείου θετικής & τεχνολογικής κατεύθυνσης –Μηχανικές  Ταλαντώσεις -

Κώστας Παρασύρης – Φυσικός 25

Άρα το σώµα κάνει Α.Α.Τ. µε D = K

Παρατήρηση 1: Στην περίπτωση του συστήµατος ελατήριο – σώµα
είτε στο οριζόντιο, είτε στο κεκλιµένο, είτε στο κατακόρυφο επίπεδο
αν εκτρέψουµε το σώµα από τη Θ.Ι. του αυτό θα εκτελέσει Α.Α.Τ. µε
σταθερά επαναφοράς ίση µε τη σταθερά του ελατηρίου (D=K).
Παρατήρηση 2: Επίσης ένα σώµα εκτελεί Α.Α.Τ. αρκεί να αποδείξω
ότι η επιτάχυνση και η αποµάκρυνσή του συνδέονται µε βάση τη
σχέση 2α = -ω x .

Æ Αν σε µια τυχαία θέση της ταλάντωσης 1x  γνωρίζουµε το µέτρο της
ταχύτητας του 1υ , τότε χρησιµοποιούµε την Α.Δ.Ε.Τ. και
υπολογίζουµε κάποιο µέγεθος όπως το πλάτος,  τη σταθερά
επαναφοράς ή την κυκλική συχνότητα.

Α.Δ.Ε.Τ. : Þ × × ×2 2 2
1 1

1 1 1E = Κ +U D A = m υ + D x
2 2 2

Æ Αν µας δίνουν την εξίσωση της αποµάκρυνσης ή της ταχύτητας ή
της επιτάχυνσης σε σχέση µε το χρόνο και δεν είναι της µορφής

× 0x = A ηµ(ωt + φ )  ή ×max 0υ = υ συν(ωt + φ )  ή ×max 0α = -α ηµ(ωt + φ )  και
θέλουµε να βρούµε τις υπόλοιπες εξισώσεις, πρέπει να έχουµε
υπόψιν µας ότι η ταχύτητα προηγείται της αποµάκρυνσης κατά
π rad2 ενώ υπολείπεται της επιτάχυνσης κατά π rad2  όµως ο

τριγωνοµετρικός αριθµός είναι ο ίδιος.
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ

Έστω ×
πυ = 5 ηµ(10t + )
6

. Τότε:

φ

Θ.Φ.Μ. Κ

φ

φ

Θ.Ι.

xo
x

ΙΙ

Bx

B

Fελ

By

Bx

Ι

ΙΙΙ

F ’ελ

B By
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×
π πx = A ηµ(10t + - )
6 2

  και ×max
π πα = α ηµ(10t + + )
6 2

.

Æ Γραφικές παραστάσεις x=f(t), u=f(t), a=f(t)
η1 περίπτωση : Αν οι εξισώσεις είναι χωρίς αρχική φάση, ή η αρχική

φάση είναι π/2, π, 3π/2 τότε τα πράγµατα είναι πολύ απλά γιατί οι
ζητούµενες γραφικές είναι οι γραφικές παραστάσεις ηµίτονου,
συνηµίτονου και οι αντίθετές τους.
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ

1. × ×
πx = A ηµ(ωt + ) = A συνωt
2

2. × ×x = A ηµ(ωt + π) = -A ηµωt

3. × ×
3πx = A ηµ(ωt + ) = -A συνωt
2

η2 περίπτωση : Αν όµως η αρχική φάση είναι κάποια άλλη, τότε είτε
θα πρέπει να καταφύγουµε στην βοήθεια του περιστρεφόµενου
διανύσµατος είτε θα πρέπει να µπορούµε να δουλεύουµε µε
µεγάλη άνεση τις τριγωνοµετρικές εξισώσεις.  Ας δούµε όµως
αναλυτικά το τι θα πρέπει ακριβώς να κάνουµε σε κάθε περίπτωση
µε την µορφή του παρακάτω παραδείγµατος.

A

-A

x

T/4 T/2 3T/4 T0 t

TT/2 3T/4T/40 t

A-

A

x

TT/2 3T/4T/40 t

A-

A

x
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ
Να γίνουν η γραφική παράσταση της αποµάκρυνσης συναρτήσει
του χρόνου της απλής αρµονικής ταλάντωσης υλικού σηµείου που

περιγράφεται από την εξίσωση αποµάκρυνση ×
πx = A ηµ(ωt + )
3

.

Α΄ τρόπος
Θα προσπαθήσουµε να φτιάξουµε την γραφική παράσταση µε  την
βοήθεια της τριγωνοµετρίας.
Βήµα 1: Ξεκινάµε πρώτα σχεδιάζοντας την γραφική παράσταση
ενός ηµιτόνου. Θα πρέπει βέβαια να προσέξουµε ότι η µέγιστη τιµή
στην γραφική παράσταση δεν θα είναι η µονάδα, αλλά θα είναι το
πλάτος της ταλάντωσης (σχήµα α)

Βήµα 2: Βάζουµε όπου t=0 και επιλύουµε την εξίσωση
αποµάκρυνσης βρίσκοντας την θέση του σώµατος την t=0, δηλαδή:

Þ
t=0π π 3x = Aηµ(ωt + ) = Aηµ x = A

3 3 2

Βήµα 3: Μετακινούµε τον άξονα y’y µέχρι να «ακουµπήσει» την

τιµή που βρήκαµε πριν,  δηλαδή στην τιµή 3x = A
2

.  Η θέση αυτή

είναι και η σωστή θέση του άξονα γιατί έτσι την t=0 το σώµα

βρίσκεται στην θέση 3x = A
2

 σύµφωνα και µε τον ορισµό την

αρχικής φάσης. Βέβαια υπάρχουν 2 τιµές 3x = A
2

, µια πριν την

µεγιστοποίηση του πλάτους και µια µετά την µεγιστοποίηση του
πλάτους. Για να δούµε ποια θα επιλέξουµε βρίσκουµε την
ταχύτητα του σώµατος την t=0.  Αν υ>0 τότε επιλέγουµε αυτή που
είναι αριστερά από την µεγιστοποίηση του πλάτους, διαφορετικά
αν υ<0 επιλέγουµε αυτή που είναι δεξιά από τη µεγιστοποίηση του
πλάτους. Στην περίπτωσή µας έχουµε:

0
t

A

A-

x

σχήµα α
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æ ö× ×ç ÷
è ø

t=0

max max
π πυ = υ συν ωt + = υ συν > 0
3 3

Άρα επιλέγουµε την τιµή 3x = A
2

 που είναι αριστερά από την

µεγιστοποίηση του πλάτους.
Βήµα 4: Στη συνέχεια θα πρέπει να βάλουµε τις χρονικές στιγµές
στον άξονα των χρόνων. Αυτό µπορεί να γίνει επιλύνοντας ξανά
την τριγωνοµετρική εξίσωση που προκύπτει από την
µεγιστοποίηση της αποµάκρυνσης:

× Þ × Þ Þ

Þ Þ

Þ Þ

x=A

κ=0

2πω=
Τ

π π πx = A ηµ(ωt + ) A = A ηµ(ωt + ) ηµ(ωt + ) = 1
3 3 3

π π π πηµ(ωt + ) = ηµ( ) ωt + = 2κπ +
3 2 3 2

π π π Tωt = - t = t =
2 3 6ω 12

Έτσι έχουµε βρει την χρονική στιγµή που µεγιστοποιείται το
πλάτος. Η συνέχεια είναι πολύ απλή. Ο πρώτος µηδενισµός θα

συµβεί την χρονική στιγµή T T Tt = + =
12 4 3

. Το σώµα θα βρεθεί στην

µέγιστη αρνητική αποµάκρυνση (–Α) την χρονική στιγµή
T 2T 7Tt = + =
12 4 12

, θα ξαναπεράσει από την θέση ισορροπίας την

T 3T 10T 5Tt = + = =
12 4 12 6

 κ.ο.κ.  (σχήµα β).  Δηλαδή αφού έχουµε βρει

την τιµή που γίνεται η πρώτη µεγιστοποίηση, ο πρώτος µηδενισµός
κλπ. (εξαρτάται από την περίπτωση), βρίσκουµε τις υπόλοιπες
χρονικές στιγµές προσθέτοντας Τ/4, 2Τ/4, κλπ. Εντελώς αντίστοιχα
εργαζόµαστε για τον σχεδιασµό των γραφικών παραστάσεων τόσο
της ταχύτητας όσο και της επιτάχυνσης συναρτήσει του χρόνου,
προσέχοντας ότι η αρχική συνάρτηση για την ταχύτητα είναι η
συνηµίτονο ενώ η αρχική συνάρτηση για την επιτάχυνση είναι η
αντίθετη του ηµιτόνου δηλαδή η (-ηµ).
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Β΄ τρόπος (Με περιστρεφόµενο διάνυσµα)
Βήµα 1: Σχεδιάζουµε το στρεφόµενο της αποµάκρυνσης την
χρονική στιγµή t=0.

Βήµα 2: Με βάση το στρεφόµενο και µε την βοήθειά του
σχεδιάζουµε τους άξονες. Παρατηρούµε αν η προβολή του
στρεφόµενου «ανεβαίνει» ή «κατεβαίνει». Την ίδια ακριβώς πορεία
θα ακολουθήσει και η γραφική µας.

Α 3
2

σχήµα β

10T
12

T7T
12

4T
12

0 T
12 t

x

+A

A-

Παλιός
άξονας

+Α

-Α

t = 0

0φ

Α 3
2

t = 0

0φ

Α 3
2

-Α

+Α
x

t

+A

-A
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Βήµα 3: Βρίσκουµε µε βάση το τριγωνάκι που σχηµατίζει το
στρεφόµενο µε τον y’y άξονα τη γωνία ξ. Από αυτήν µπορούµε να

βρούµε τον χρόνο: Þ
ξξ = ωt t =
ω

. Όµως η γωνία ξ στο παράδειγµά

µας είναι ξ=π/6 συνεπώς ο χρόνος θα είναι Þ Þ

2πω=
Τξ π Tt = t = t =

ω 6ω 12
.

Η χρονική αυτή στιγµή είναι εκείνη στην οποία η αποµάκρυνση
γίνεται µέγιστη για πρώτη φορά. Η συνέχεια είναι γνωστή:
συµπληρώνουµε τον άξονα των χρόνων προσθέτοντας Τ/4, κλπ.
 Ας µην ξεχνάµε βέβαια ότι στο στρεφόµενο διάνυσµα η ταχύτητα
αναπαρίσταται µε ένα στρεφόµενο κάθετο σε αυτό της
αποµάκρυνσης και πάντα στο πιο µπροστά τεταρτηµόριο. Έτσι
µπορούµε να σχεδιάσουµε και το στρεφόµενο της ταχύτητας άρα
να κάνουµε την γραφική της παράσταση µε αντίστοιχο τρόπο.

Æ Όταν θέλουµε να βρούµε σε ποια θέση ή ποια χρονική στιγµή ο
λόγος της δυναµικής προς την κινητική ενέργεια της ταλάντωσης
έχει µια συγκεκριµένη τιµή λ, εφαρµόζουµε την Α.Δ.Ε.Τ. και
βρίσκουµε τη σχέση µεταξύ της στιγµιαίας δυναµικής µε την
µέγιστη δυναµική (αν θέλουµε αποµάκρυνση),  ή µεταξύ της
στιγµιαίας κινητικής µε την µέγιστη κινητική (αν θέλουµε
ταχύτητα).
Δηλαδή αν θέλουµε να βρούµε σε ποια θέση ισχύει ×U = λ Κ  τότε:

× Þ ×
Þ Þ × × Þ

2UU=λ Κ K= λ 2 2
max max

1 D xU 1 12U + K = U U + = U D x + = D Α
λ 2 λ 2

2
2 2xx + = Α

λ
   και λύνουµε ως προς x.

ξ

0 T7T
12

4T
12

T
12

Α 3
2 t = 0

0φ

-Α

+Α
x

t

+A

-A

10T
12
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Αν θέλουµε να βρούµε τι ταχύτητα έχει το σώµα όταν ισχύει
×U = λ Κ  τότε:

×

Þ Þ × × × × Þ
U=λ Κ

2 2 2
max max max

1 1 1U + K = Κ λΚ + Κ = Κ λ m υ + m υ = m υ
2 2 2

× 2 2 2
maxλ υ + υ = υ    και λύνουµε ως προς υ.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ
Σώµα εκτελεί Α.Α.Τ.. Να βρεθεί σε ποια θέση η κινητική ενέργεια
είναι τριπλάσια της δυναµικής
Λύση

Þ Þ Þ × × × Þ
K=3U

2 2
max max max

1 1U + K = U U + 3U = U 4U = U 4 D x = D Α
2 2

× Þ Þ = ±
2

2 2 2 Α Α4 x = Α x = x
4 2

Æ ΣΩΜΑΤΑ ΠΟΥ ΒΡΙΣΚΟΝΤΑΙ ΣΕ ΕΠΑΦΗ  ΚΑΙ ΕΚΤΕΛΟΥΝ Α.Α.Τ.
Όταν δύο σώµατα 1m και 2m  που βρίσκονται σε επαφή εκτελούν
κοινή αρµονική ταλάντωση, τότε έχουν την ίδια κυκλική συχνότητα
( 1 2ω = ω = ω ), την οποία υπολογίζουµε θεωρώντας ότι έχουµε ένα
σώµα µάζας 1 2m = m + m . Το κάθε σώµα όµως έχει την δική του
σταθερά επαναφοράς

2
1 1D = m ω    και 2

2
2D = m ω

Η σταθερά επαναφοράς του συστήµατος θα είναι
( ) =2

1 2 1 2D = m + m ω D + D
Αν το σύστηµα που εκτελεί την Α.Α.Τ. είναι δεµένο σε ελατήριο,
τότε η σταθερά D του συστήµατος θα είναι ίση µε την σταθερά του
ελατηρίου Κ (D=K).

η1 περίπτωση : Κίνηση σε κατακόρυφη διεύθυνση

Βήµα 1: Σχεδιάζουµε το σύστηµα σε µια τυχαία θέση του στον
θετικό ηµιάξονα καθώς εκτελεί Α.Α.Τ. και σηµειώνουµε τις
δυνάµεις που ασκούνται στο σώµα µάζας m.
Βήµα 2: Γράφουµε για το σώµα που µας ενδιαφέρει (αυτό το οποίο

AA

1m

2m

Αυτό έχει σταθερά

επαναφοράς 2
1 1D = m ω

Αυτό έχει σταθερά

επαναφοράς 2
2

2D = m ω

Το σύστηµα έχει
σταθερά επαναφοράς

( ) K=2
1 2D = m + m ω
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πρόκειται να χάσει την επαφή του) την συνθήκη της απλής
αρµονικής ταλάντωσης:

( )Þ Þ2 2 2
yΣF = -mω x N - mg = -mω x N = m g - ω x (#)

Η τελευταία σχέση µας δίνει την τιµή της δύναµης επαφής που
ασκείται στο σώµα που µας ενδιαφέρει. Η δύναµη αυτή έχει µια
µέγιστη και µια ελάχιστη τιµή. Μέγιστη για την περίπτωση όπου
x = − A και ελάχιστη για την περίπτωση όπου x = + A .

Θέση +Α: ( )2
minN = m g - ω A

Θέση -Α: ( )2
maxN = m g + ω A

Όταν ζητείται να
µην χάνεται η
επαφή του σώµατος
µάζας m µε το σώµα
µάζας Μ πρέπει:

³ Þ
(#)

minN 0

( )
¹

³ Þ
m 0

2m g - ω A 0

³ Þ2g - ω A 0
³ 2g ω A

Η τελευταία σχέση
µας υπολογίζει την
οριακή τιµή κάποιου
από τα µεγέθη ω, T ,
f ή A που περιέχονται σε αυτή τη σχέση.

η2 περίπτωση : Κίνηση σε οριζόντια διεύθυνση
Βήµα 1: Στην τυχαία θέση σηµειώνουµε τις δυνάµεις στο σώµα
µάζας m και γράφουµε την αναγκαία συνθήκη ώστε να εκτελεί
Α.Α.Τ.:

Þ Þ2 2 2
xΣF = -mω x -T = -mω x T = mω x (#)

Βήµα 2: Όταν µας ζητούν να µην συµβαίνει ολίσθηση του σώµατος
µάζας m πάνω στο άλλο σώµα µάζας Μ,  θα πρέπει η τριβή Τ να
είναι η στατική τριβή και να ισχύει η συνθήκη:

£ Þ £ Þ £
(#)

2
στ ολT Τ Τ µΝ mω x µΝ

Αλλά Þ ÞyΣF = 0 N - mg = 0 N = mg

-A

+A

( )Θ.Ι.

( )ακραία θέση

( )ακραία θέση

( )τυχαία θέση Δ
x

mg

mg

mg

( )m
( )M

minN

maxN

N( )+

Þ
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+A

( )Θ.Ι.
æ ö
ç ÷
è ø

ακραία
  θέση

x

T

mg

( )m
( )M

N

( )+

υ = 0

£ Þ £2 2mω x µmg ω x µg

Η σχέση ισχύει για
κάθε x, άρα και για
x=A, οπότε:

£2ω A µg

Η τελευταία σχέση
µας υπολογίζει την οριακή τιµή κάποιου από τα µεγέθη ω, T , f ή A
που περιέχονται σε αυτή τη σχέση.

Æ ΚΡΟΎΣΗ - ΤΑΛΑΝΤΩΣΗ

Α) Ελαστική κρούση
Ισχύει εκτός της Α.Δ.Ο. και η Α.Δ.Κ.Ε. (Αρχή Διατήρησης Κινητικής
Ενέργειας).
Προσοχή!!! Στην ελαστική κρούση δεν αλλάζουν:

1. η Θ.Ι. του ταλαντούµενου σώµατος και
2. η περίοδος της ταλάντωσης

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ
η1 περίπτωση : Το 2m  είναι αρχικά στη Θ.Ι. και είναι ακίνητο

Υπολογίζω την ταχύτητα του 2m  από τον τύπο 1
2 1

1 2

2mυ ΄ = υ
m + m

.

Επειδή η κρούση πραγµατοποιείται στη Θ.Ι. θα είναι η µέγιστη
ταχύτητα της ταλάντωσης που θα εκτελέσει έπειτα το 2m . Άρα:

¢
¢ ¢Þ × Þ 2

max 2 2
υυ = υ ω Α = υ Α =
ω

2m

Α

( )Θ.Ι.

2m

1m

uur

1υ
( )πριν

¢
uur

2υ
( )µετά
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η2 περίπτωση : Το 2m  εκτελεί ήδη ταλάντωση και σε κάποια τυχαία
θέση της τροχιάς του συγκρούεται µε το 1m

Στην περίπτωση αυτή υπολογίζω από Α.Δ.Ο. και Α.Δ.Κ.Ε. την
ταχύτητα του σώµατος µάζας 1m  µετά την κρούση.

Α.Δ.Ο. : Þ Þ
r r r r r r

ολ(αρχ) ολ(τελ) 1 ( αρχ) 2 ( αρχ) 1( τ ελ) 2(τ ελ )
p = p p + p = +p p

1 1 2 2 1 1 2 2m υ - m υ = m υ ΄ + m υ ΄ (1)
Α.Δ.Κ.Ε. : Þ+=+Þ= τελ)2(τελ)1(αρχ)2(αρχ)1(ολ(τελ)ολ(αρχ) KKKKKK

+ = +2 2 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 1 1m υ m υ m υ ΄ m υ ΄
2 2 2 2

(2)

Από τις σχέσεις (1) και (2) υπολογίζουµε την ταχύτητα ¢
2υ .

Στη συνέχεια από Α.Δ.Ε.Τ. για την τυχαία θέση (Ι)  υπολογίζουµε το
νέο πλάτος της ταλάντωσης που θα εκτελέσει το 2m .

Α.Δ.Ε.Τ. : ...¢ ¢ ¢Þ × × × Þ =2 2 2
2 2 1

1 1 1E = Κ +U Κ A = m υ + Κ x A
2 2 2

Παρατήρηση: Αν η κρούση του 2m  µε το 1m  γίνει στη Θ.Ι. και το 2m
έχει ταχύτητα όταν βρίσκεται εκεί, ισχύει ότι και στην περίπτωση 1,
µόνο που η ταχύτητα του 2m  πριν την κρούση θα υπολογίζεται από
Α.Δ.Ο. και Α.Δ.Κ.Ε. .

B) Πλαστική κρούση
Όταν η κρούση είναι πλαστική ισχύει µόνο η Α.Δ.Ο.

· όταν η πλαστική κρούση πραγµατοποιείται σε οριζόντιο
επίπεδο, τότε δεν έχουµε αλλαγή θέσης ισορροπίας.

1m

uur

1υ

¢Α

( )Θ.Ι.

2m
( )πριν

¢
uur

2υ

υ = 0

( )µετά

uur

2υ

1x

( )+
(Ι)
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· όταν η πλαστική κρούση πραγµατοποιείται σε κατακόρυφο ή
πλάγιο επίπεδο, τότε η θέση ισορροπίας αλλάζει.

· η περίοδος της ταλάντωσης αλλάζει.
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ

η1 περίπτωση : Βλήµα σφηνώνεται σε σώµα που βρίσκεται στη Θ.Ι.
του και είναι αρχικά ακίνητο

Α.Δ.Ο. : ÞÞ
r r r r r

ολ(αρχ) ολ(τελ) 1 ( αρχ) 2 ( αρχ) συσ( τ ελ)
p = p p + p = p

( ) Þ = 1 1
1 1 1 2

1 2

m υm υ = m + m V V
m + m

Η ταχύτητα αυτή θα αποτελεί την µέγιστη ταχύτητα του
συσωµατόµατος για την ταλάντωση που θα εκτελέσει.

Þ × Þmax
VV = υ V = ω Α Α =
ω

Α

( )Θ.Ι.

2m

1m

uur

1υ
( )πριν

1 2m + m
ur

V

V = 0

( )µετά



Φυσική Γ΄ Λυκείου θετικής & τεχνολογικής κατεύθυνσης –Μηχανικές  Ταλαντώσεις -

Κώστας Παρασύρης – Φυσικός 36

η2 περίπτωση : Η κρούση γίνεται σε τυχαία θέση της ταλάντωσης

Α.Δ.Ο. : ÞÞ
r r r r r

ολ(αρχ) ολ(τελ) 1 ( αρχ) 2 ( αρχ) συσ( τ ελ)
p = p p + p = p

( ) Þ = 1 1 2 2
1 1 2 2 1 2

1 2

m υ - m υm υ - m υ = m + m V V
m + m

Α.Δ.Ε.Τ. : ( ) ...VÞ × + × × Þ =2 2 2
1 2 1

1 1 1E = Κ +U Κ A = m m + Κ x A
2 2 2

η3 περίπτωση : Η Θ.Ι. αλλάζει

Þ Þl l
1

y 1
m gΘ.Ι. : ΣF = 0 KΔ = m g Δ =    (1)
K

( ) ( )Þ Þy 1 1 2ν.Θ.Ι. : ΣF = 0 K Δl + x = m + m g KΔl 1 1+ Kx = m g Þ
(1)

2

2
1

+ m g

m gx =   (2)
K

Α.Δ.Ο. : ÞÞ
r r r r r

ολ(αρχ) ολ(τελ) 1 ( αρχ) 2 ( αρχ) συσ( τ ελ)
p = p p + p = p

( ) Þ = 2 2
2 2 1 2

1 2

m υm υ = m + m V V
m + m

Α.Δ.Ε.Τ. : ( ) ...VÞ × + × × Þ =2 2 2
1 2 1

1 1 1E = Κ +U Κ A = m m + Κ x A
2 2 2

1x ( )+

Α

( )Θ.Ι.

2m

1m

uur

1υ

1 2m + m
ur

V

V = 0

uur

2υ
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( )+Κ

( )+1 2m m

1m g

( )1m

( )2m

lΔ

uur

2υ

ελF( )Θ.Φ.Μ.

( )Θ.Ι.

ur

V ¢
ελF

( )1 2m + m g

1x
( )ν.Θ.Ι.

+Α

-Α

( )πριν ( )µετά
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